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Pitk& matematiikka Kertauskia Teht&vasarjat ja niiden ratkaisut 1

Tehtavasarjoja kurssien ydinaiheista

Funktiot ja yhtalot (MAAT1)

1.  Ilmoita luvun 3 — 7 a) itseisarvo, b) kédédnteisluku ja ¢) vastaluku, kukin kolmen mer-
kitsevian numeron tarkkuudella.

Ratkaisu: Kolmen merkitsevdn numeron tarkkuudella luvun 3—=
a) itseisarvo on 0,142, b) kdédnteisluku on —7,06 ja c) vastaluku 0,142.

2.  Ratkaise yhtilo %— % =X

Ratkaisu: l—%:x<:>3—4x:6x<:>3:10x<:>x:i
2 3 10

3. Ratkaise epdyhtdlo x — XT_I >5+ XTJFS

Ratkaisu:

X1 >5+—XJ2r5 S 6X—2(Xx—1)>30+3(X+5) < 4X+2>3x+45 < x> 43

3

4.  Kirjan myyntihinta saadaan, kun verottomaan hintaan lisétdan 8 %:n suuruinen ar-
vonlisdvero. Mika on kirjan veroton hinta, kun sen myyntihinta on 18,90 euroa?

Ratkaisu:
Olkoon kirjan veroton hinta X (€). Silloin x + 0,08x =18,90, josta X = 17,50 (€).

5. Eteldn lomamatkan hintaa alennettiin 16 %. Kuinka monta prosenttia aikaisempaa
enemman nditd matkoja pitdisi myyd4, jotta myynnin tuotto matkan jérjestdjille sii-
lyisi entiselldan?

Ratkaisu:
Olkoon matkan alkuperdinen hinta a ja myynnin kappalemé&éra b, jolloin tuotto on
ab. Uusi hinta on 0,84a ja uusi myynnin maéra Xxb. Koska tuotto sdilyy samana, voi-
massa on yhtdlo ab = 0,84a-xb . Siitd x = 1,190, joten matkoja pitdisi myyda 19 %
aikaisempaa enemmaén.

6.  Ohuen langan varaan ripustetun punnuksen heilahdusaika on suoraan verrannollinen
langan pituuden neli6juureen. Kun langan pituus on 1,55 m, heilahdusaika on 2,5 s.

Laske heilahdusaika, kun langan pituus on 2,23 m.

Ratkaisu:
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2 Pitk& matematiikka Kertauskiia Tehtdvasarjat ja niiden ratkaisut

Kun T on heilahdusaika ja | langan pituus, niin T = kvt jossa k on verrannollisuus-
2.5s

V1,55 m

-4/2,23m = 3,0s.

kerroin. Yhtélostd 2,5s=k4/1,55m saadaan k = . Kun langan pituus on

25s

A/1,55m

7. Ratkaise yhtilé x >* = 64,7 ja ilmoita tulos neljin merkitsevin numeron tarkkuudel-
la.

2,23 m, niin heilahdusaikaon T =

Ratkaisu:
Yhtilé x** = 64,7 on méiritelty, kun x > 0. Korotetaan yhtild potenssiin — % ,

12 5 5 5

jolloin saadaan (8% 5) 12 =64,7 12 eli x = 64,7 12 ~0,1760.

8.  Moottorivene maksoi uutena 75 000 euroa ja kuuden vuoden kuluttua 25 000 euroa.
Veneen arvo aleni joka vuosi p prosenttia. Madrita luku p.

6 6
Ratkaisu: Yhtdlosta | 1 - P 75000 = 25000 saadaan aluksi | 1— LIS , Jos-
100 100

3
tal—i:%ﬁja p =100 1—6\ﬁ ~16,7.
100 V3 3

9. Suure alkaa kasvaa alkuarvostaan 100 niin, ettd kasvu on joka tunti 2,8 %. Esita kas-
vua kuvaava matemaattinen malli. Mika on suureen arvo vuorokauden kuluttua kas-
vun alusta? Ilmoita tulos kokonaisluvuksi pyoristettyna.

Ratkaisu:
Tunnin pituisina aikavéleiné suure kasvaa aina 2,8 %. Kasvu on nédin ollen eksponen-

tiaalista, ja sitd kuvaa matemaattinen malli f(t)=k-a', jossa k on alkuarvo ja a
kasvutekiji. Koska f(0)=k =100ja a=1,028, malli on f(t)=100-1,028". Vuoro-

kauden kuluttua kasvun alusta suureen arvo on f(24) =100-1,028%** ~194.

10. Radioaktiivisesta aineesta hajoaa samanpituisina aikavéleind aina sama prosentuaali-
nen osuus. Erddstd typen radioaktiivisesta isotoopista hajoaa puolet kymmenessd mi-
nuutissa. Kuinka monta prosenttia kyseisesti typen isotoopista hajoaa minuutissa?

Ratkaisu:

Sovelletaan eksponentiaalisen vihenemisen mallia ja saadaan ka'® = 5 k, josta

1 1

a=Q" )B =2 10 Tillsin aika on ilmaistu minuutteina. Minuutin kuluttua hajoa-
1

misen alusta lukien radioaktiivista ainetta on jaljelld maaré K - 2 10 ~ 0,933k . Nih-
déén, ettd ainetta on hajonnut 6,7 %.
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Pitk& matematiikka Kertauskia Teht&vasarjat ja niiden ratkaisut 3

Polynomifunktiot (MAA2)
1.  Kehitd polynomiksi.
a) (3—%)2 b) (=3b +5)(~=3b—5) 0) (¢5 —c3)>
. a a’
Ratkaisu: a) (3 — 5)2 =9-2a+ 5 b) (=3b+5)(=3b-35) = 9b? —25

c) (¢’ -c*)?=c'"" —2¢® +c°

2. Jaapolynomi tekijoihin.
a) 3x° —3x b) 2y +4y?+2y  ¢) z*+4z°-z-4

Ratkaisu:

a) 3% —3x =3x(x* —=1) =3x(x = )(x + 1)

b) 2y +4y? +2y =2y(y? +2y +1) =2y(y +1)*

C) 2’ +42° —21-4=2"2+4) -2+ =2 +d -z +])

3. Sievenna.

4 2 2 2
a -1 a-1)"+4a a‘-b
a) & py 2D *4a o1-2 70
a‘ -1 a+1 a‘+ab
Ratkaisu:
4_ 2 _ 2 12 2
) a2 1 :(a I(a +1):a2+1 b) (a-1 +4a:a +2a+1:a+1
a‘—1 az-1 a+l a+l
C)l_az—bz _a’+ab-a’+b’> b@+b) b
a’+ab a’+ab a(a+b) a

4.  Ratkaise yhtalo.

a) 4x* ~11x=0 b) 4x*> -3=0 c) 4x* —11x-3=0
Ratkaisu:

a) 4x2—11x:0<:>x(4x—11):0<:>x=0taix=2%

b) 4x* -3=0 < x* :—@x—ig

) 4X2—11x—3=0®x=@©x=3taix=—%

5.  Ratkaise yhtdlo f(x)+2= f(x+2), kun f(x)=3x?—-2x.

Ratkaisu:

f(X)+2= f(x+2)<:>3x2—2x+2:3(x+2)2—2(x+2)<:>12x:—6<:>x=—%

© Lukion Calculus



4 Pitk& matematiikka Kertauskiia Tehtdvasarjat ja niiden ratkaisut

6.  Ratkaise yhtildé x* = 2tx+3t* (t € R). Milld t:n arvolla juurten summa ja tulo ovat
yhtd suuret?

Ratkaisu:
X? =2tx+3tP o x? —2Ax-3t =0 x=t+2t <= x=3ttaix=-t (teR).

Juurten summa ja tulo ovat yhti suuret, kun 2t = —3t* eli kunt=0tai t = 2 .

2

) ) .. X°—4x—-12 ) .

7. Madritd vakiolle t sellainen arvo, ettd murtolauseke — p supistuu, ja esiti
X7 +tx+

sitten supistettu murtolauseke.

Ratkaisu:

2
X" —4x-12 o . .
Murtolausekkeen —————— osoittajan nollakohdat ovat 6 ja —2. Lauseke supis-
X" +tX+6

tuu, kun myo6s nimittdjan nollakohta on 6 tai —2. Téstd saadaan ehdot 36 +6t + 6 =0
ja4 -2t+ 6 =0. Néistd ratkeaa t =—7 tai t = 5.

X2 —4x—12  (X=6)(X+2) X+2

X2 —7x+6 (x=6)(x—-1) x-1
X2 —4x-12  (X=6)(X+2) X-6

X2 +5%x+6  (X+2)(X+3) X+3°

Kun t = -7, saadaan

Kun t =5, saadaan

8.  Ratkaise yhtilo.
a) x> —4x> +2x=0 b) (x-1)*=x-1 c) X —6x* —2x+12=0

Ratkaisu:

a) X —4x2+2Xx=0 X(X> —4X+2)=0< X =0tai X =2++/2

b) (x—1P=x-1< (x-1)) = (x-1)=0 <= (x-1)(x* =2x) =0
S Xx=1taix=0taix=2

C) X2 —6X* —2x+12=0 x> (Xx—6)-2(x—6) =0 < (x—6)(x*> =2) =0
<:>x:6taix:i\/5

9.  Ratkaise epéyhtdlo.
a) x> <8 b) 2x? >3x -2 ) x* <2x% +15x

Ratkaisu:
a) x> <8< x> —8< 0. Nollakohdat ovat x = +24/2 ja kuvaajaparaabeli aukeaa
ylospdin, joten ratkaisu on X < 242 taix>242.

b) 2x? >3x -2 < 2x* —3x+2 > 0. Reaalisia nollakohtia ei ole. Kuvaajaparaabeli
aukeaa ylospiin, joten kaikki reaaliluvut X toteuttavat epayhtilon.

) x* <2x* +15x & x(x* —=2x—-15)<0.Nol-  «x -T-17 + [+

lakohdat ovat 0, 5 ja —3. Merkkikaavion mukaan ~ X-2x-15 + | — - +

ratkaisuon X< -3 tai 0 < x<5. tulo il U G S
-3 0 5
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Pitk& matematiikka Kertauskia Teht&vasarjat ja niiden ratkaisut 5

10.

Osoita, ettd polynomifunktioiden f(x)=2x*-0,2x> —1ja g(x) = x* —0,5x* —1,02
kuvaajilla ei ole yhteisii pisteité.

Ratkaisu:

On annettu polynomifunktiot f(x)=2x*-0,2x* —1ja g(x) = x* —=0,5x* —1,02.
Merkitddan 2x* —0,2x* —1=x* —0,5x? —1,02, josta x* +0,3x? + 0,02 = 0 eli

(X2)2 +0,3x% +0,02 = 0. Saadaan x* = —0,1 tai x*> =-0,2 , joten yhtélolla ei ole re-
aalijuuria. Se merkitsee, ettd funktioiden f ja g kuvaajilla ei ole yhteisid pisteita.

Geometria (MAA3)

1.

Suorakulmaisen kolmion kateetin a pituus on 37 m. Laske kolmion pinta-ala, kun
kateetti b on metrid lyhyempi kuin hypotenuusa. I[lmoita vastaus hehtaareina yhden
aarin tarkkuudella.

Ratkaisu:
Jos hypotenuusan pituus on X, toisen kateetin pituus on X — 1 (m). Koska tunnetun

kateetin pituus on 37 m, saadaan yhtilé 372 + (x — 1) = x?, josta x = 685. Kolmion
pinta-ala on % .37-684 m* =12654 m*>. Tulos hehtaareina aarin tarkkuudella on

1,27 ha.

Vaatekaappi, jonka syvyys on 60 cm, aiotaan nostaa pystyyn
250 cm korkean huoneen seinin viereen. Kuinka korkea saa
kaappi enintddn olla, jotta pystyyn nostaminen onnistuisi?

250 cm

Ratkaisu:
Kaappi mahtuu kddntyméédn huoneessa pystyyn, jos sen sivuseindméin lavistdjad on

enintiddn 250 cm. Silloin kaapin korkeus on h =~/250% — 60* cm ~ 242,7 cm. Sent-
timetrin tarkkuudella korkeus saa olla enintdén 242 cm.

Laske oheisen kolmion kolmannen sivun pituus. 4,50 m, 6,00 m

Ratkaisu: 62,0°

6,00 4,50
sin 62,0°  sinf’
koska sitéd vastaisi silloin kolmion pisin sivu.) Kolmas kulma on 78,5°. Saadaan

X 6,00 . .. . . "
=— jasiitd X ~ 6,61 (m). Kolmas sivu voidaan laskea myos kosini-

sin76,5°  sin 62,0°
lausetta soveltamalla.

Sinilauseen mukaan josta B ~ 41,5°. (Kulma B ei voi olla tylppa,
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6 Pitk& matematiikka Kertauskiia Tehtdvasarjat ja niiden ratkaisut

4.  Madritd oheisessa kolmiossa sivun X pituus. 4 X
60°
Ratkaisu: 6
Soveltamalla kolmioon kosinilausetta saadaan x* = 4% +6% —2-4-6-cos60° ja siiti
x =247 ~53.

5. Ympyrén halkaisijan pituus on 100 mm. Kuinka pitkid ovat ne osat, joihin halkaisijaa
vastaan kohtisuoraan piirretty 80 mm:n pituinen janne jakaa halkaisijan?

Ratkaisu: X 0
Pisteen potenssia soveltamalla saadaan x(100 — x) = 40°, josta
x =20 tai X = 80. Halkaisijan osat ovat siis 20 mm ja 80 mm.

50

6.  Tasakylkisen kolmion kylki on 232 mm, ja kantakulman puolittaja jakaa huipusta
piirretyn korkeuden suhteessa 3 : 2. Kuinka pitkd on kolmion kanta?

Ratkaisu:
o X/2 2 . .

Kulmanpuolittajalauseen mukaan 2323 josta tasakylki- o
sen kolmion kanta on X ~309,3 mm. qr:,’\/&
Huomautus: Korkeusjanan jakosuhde toisessa jérjestyksessé @)
ei ole mahdollinen, koska silloin kannan puolikas olisi kylke& x
pitempi. 2

7. Kolmion kannan suuntainen suora jakaa kolmion sivun hui- MB')
pusta lukien suhteessa 3 : 2 ja erottaa kannan puolelle puoli-
suunnikkaan, jonka ala on 40 cm?. Marité alkuperéisen 40 em? /
kolmion ala. @

Ratkaisu:
Olkoon alkuperidisen kolmion ala A. Kolmioiden yhdenmuotoisuuden perusteella

2
saadaan A = > . Tésti ratkaisuna A= 62,5 (cm?).
A-40 \3

8.  Tasakylkisen kolmion kyljen pituus on 13 ja kannan 10 pituusyksikkod. Madrita
kolmion sisdén piirretyn ympyran séde.

'y
Ratkaisu: g
Yhdenmuotoisista suorakulmaisista kolmioista muodostetaan ?

r 5 . ) 1
verranto — = —, jonka ratkaisuna r =3—. < r

8 12 3 5

Y
5
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Pitk& matematiikka Kertauskia Teht&vasarjat ja niiden ratkaisut 7

10.

Vesisiilio on kérjelldén olevan suoran ympyrakartion muotoinen. Mittari nayttia,
ettd sdilié on puolillaan vettd. Kuinka monta prosenttia kartion korkeudesta on tilldin
veden alla?

Ratkaisu:
Veden tiyttdma sdilion osa ja koko sdili¢ ovat yhdenmuotoisia
kappaleita. Niiden tilavuuksien suhde on sama kuin korkeuk-

3
sien suhteen kuutio. Saadaan yhtdlo (%) = %, josta h

1 .
X=nh- i/; ~ 0,79h . Kartion korkeudesta on tdiman mukaan v

veden alla 79 %.

Kuinka monta prosenttia pallon sisddn piirretyn kuution tilavuus pallon tilavuudesta?
Ratkaisu:

Olkoon pallon sdde r ja kuution sdrmé s. Kuution avaruuslévistdji on pallon halkaisi-

. o . D 2r
jan mittainen, ts. s+/3 = 2r. Télldin kuution tilavuus on (ff'

2r

5
Kuution tilavuus on pallon tilavuudesta 4—3 -100 % ~ 36,8 % .
mir

3

Analyyttinen geometria (MAA4)

1.

Johda yhtilo pisteiden (-1, 2) ja (2, —2) kautta kulkevalle suoralla ja médritd suoran
suuntakulma asteen kymmenesosan tarkkuudella.

Ratkaisu:
-2-2 4

Pisteiden (-1, 2) ja (2, —2) kautta kulkevan suoran kulmakerroin on D =3

Suoran yhtdl6 kulmakerroinmuodossa on y —2 = —%(X +1) eliy= —% X + % Nor-
maalimuotoinen yhtilé on 4Xx + 3y — 2 = 0. Suuntakulman likiarvo —53,1° saadaan

yhtélostd tan o = —% .

Johda yhtilo janan A(-2, 5)B(0, —1) keskinormaalille.

Ratkaisu:
Janan A(-2, 5)B(0, —1) keskipiste on (-1, 2) ja kulmakerroin

0-(-2)
lin kulmakerroin on % jayhtdlo y—1= %(X +1) eli x-3y+7=0.

= -3 . Normaa-
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8 Pitk& matematiikka Kertauskiia Tehtdvasarjat ja niiden ratkaisut

3. Milléd vakion m arvolla suorat 2x + my — 1 =0jaX—my —m =0 ovat
a) yhdensuuntaiset, b) kohtisuorassa toisiaan vastaan?
Ratkaisu:

Suoran 2X+my—1=0eli y = —£X+l kulmakerroin on —g, m = 0, ja suoran
m m m

X—my—-m=0eliy= %X—l kulmakerroin l

m
a) Suorat ovat yhdensuuntaiset, kun niiden kulmakertoimet ovat yhtd suuret tai sitten
. . . . , 2 1
ne ovat y-akselin suuntaisia suoria. Kulmakertoimet ovat yhti suuret, kun —— = —.
m m

Yhtilo on identtisesti epédtosi. Kun m = 0, suorien yhtilét ovat 2Xx—1=0 ja X =0,
jolloin suorat ovat siis yhdensuuntaiset.

b) Suorat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, kun — = — 1. Yhtélon ratkaisut

3|0

1
m
ovat m==++/2.

4.  Johda yhtdlo ympyrille, jonka halkaisijana on jana A(1, —2)B(S5, 4). Esité yhtdlo sekd
keskipistemuodossa ettd yleisessd muodossa. Laske pisteen (7, —5) lyhin etdisyys ky-
seisen ympyran kehasta.

Ratkaisu:
Ympyrin keskipisteend on janan A(1, —2)B(5, 4) keskipiste (3, 1) ja sdteend puolet

janan pituudesta V4% + 6% = 2413 Ympyrén yhtélo keskipistemuodossa on
(x—3)? +(y—1)* =13 ja normaalimuodossa x* +y? —6x—2y—-3=0.

Pisteen (7, —5) etiisyys ympyrin keskipisteestd on +/(—4)* + 6 = 24/13 . Pisteen ly-
hin etdisyys ympyrédn kehdstd on 2413 -413 =413 .

5. Maiiritd sen ympyrén yhtéld, jonka keskipiste on (2, 3) ja joka sivuaa suoraa
y=2x+2.

Ratkaisu:
Piste (2, 3) on siteen etdisyydelld suorasta 2x — y+ 2 =0, joten
c_P2-3+2] 35

2+ 5

(X=2)+(y-3)° = %ja yleinen muoto x* + y? —4x—6y+11%:0.

. Ympyrin yhtdlon keskipistemuoto on

6.  Milld t:n arvoilla yhtild x + y? +2x+ty +t =0 esittdd ympyrai?

Ratkaisu:

Yhtilo x? +y? +2x+ty +t = 0 saatetaan nelidiksi taydentdmilld muotoon
2 2
X+ +(y+ %)2 = t? —t+1. Yhtilo esittid ympyréd, jos % —t+1=

(%—1)2 > 0. Néin on, kun t # 2.
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Pitk& matematiikka Kertauskia Teht&vasarjat ja niiden ratkaisut 9

Ympyré kulkee pisteiden (1, 3), (0, —2) ja (5, 3) kautta. Johda ympyran yhtilo.

Ratkaisu:

Sijoitetaan pisteiden (1, 3), (0, —2) ja (5, 3) koordinaatit vuorollaan yhtdl66n
a+3b+c=-10

x* +y? +ax+by + ¢ = 0. Muodostuu yhtiloryhma —-2b+c=-4 jonka rat-

5a+3b+c=-34,
kaisu on a =—6, b =0 ja ¢ = —4. Ympyrén yhtilo on x> + y?> —6x-4=0.

Miritd paraabelin y = —x* + 6X + 7 nollakohdat, akselin yht#l6 ja huippu.

Ratkaisu:
Paraabelin y = —x? + 6x + 7 nollakohdat ovat X =—1 ja x = 7. Paraabeli aukeaa alas-

pdin. Sen akseli on y-akselin suuntainen ja leikkaa x-akselin nollakohtien puolivalis-

sd. Akselin yhtdl6 on siis X = 3. Huippu on paraabelin ja sen akselin leikkauspiste
(3, 16).

Mitd kdyrdd yhtdlo esittda?

a) 2x* +y=9 b) 2x+y =9 c) 2x* +2y* =9
2 x? oy’ 2 2
d x+y =9 e) —+—=1 f) x—y“ =0
9 4
Ratkaisu:

a) 2x* +y=9 < y=-2x*+9, alaspiin aukeava paraabeli

b) 2x+y=9 < y=-2Xx+9, suora, jonka kulmakerroin on 2.
3
V2

d) x+y? =9 < x=-y? +9, vasemmalle aukeava paraabeli
2 2

e) % + yT =1, ellipsi, puoliakseleiden pituudet 3 ja 2

)?, ympyri, keskipiste origo ja side 3

NG

c) 2x> +2y? =9 & x? +y? =(

f) x2—y? =0 (X-y)(X+Yy)=0,suoraty =Xjay=—X

Kaikki kdyrit on esitetty alla olevissa kuvissa.

YA y W
/U \a : ) 6 \b) i)
I ¢
Iy L)) DardI AN ,
\\‘ T c) R R
4 4] + b X 4 T 1T 1 X -6 -2 4 N X
i * -
i > ) \
Il N
| |
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1 0 Pitk& matematiikka Kertauskirja Teht&vasarjat ja niiden ratkaisut

10. Ratkaise a) yhtalo [2x +1|=|x -3

, b) epiyhtald [x — 5| < 2x.

Ratkaisu:
a) Kun alkuperéinen yhtilo |2X + 1| = |X - 3| korotetaan toiseen potenssiin, saadaan

yhtépitavisti (2x +1) = (x —3)?, josta edelleen 3x* +10x —8 = 0. Tdmén toisen as-
- : . 2

teen yhtdlon ratkaisuna X = —4 tai X = —.

b) Annettu epiyhtild [x — 5| < 2x toteutuu vain positiivisilla X:n arvoilla ja on tilldin

yhtépitévi kaksoisepdyhtdlon —2X < X —5 < 2X kanssa. Tdémén ratkaisuna X > 1%.

Vekiorit (MAAS5)

1.  Lausu oheisen kuvan vektori ¢ vektoreiden a ja b lineaari-
kombinaationa.

|

Ratkaisu: Piirroksen mukaan ¢ = —%5 +2D.

2. Muodosta vektori AB ,kun Aon (-2, 3)jaBon (-1, 4).
Ratkaisu:

Kun A on (-2, 3)ja B on (=1, 4), niin AB=0B —0A =—i+4]—(=2i+3])=i+].

3. Laske vektoreiden —7i +] ja 4i + 2] vilinen kulma ja ilmoita se asteen kymmenes-
osan tarkkuudella.

Ratkaisu:
— T - H - - - a . B —28+2 -26
Kun a=-7i+j jab=4i+2]j,niin cos(a,b) === = = , josta
alb| 50-+20 10410
kulma (a,b) ~ 145,3°.
4. Méiritd vakion t arvo niin, ettd vektorit a =i— 3] ja b=-2i+ t] ovat @) yhdensuun-
taiset, b) kohtisuorassa toisiaan vastaan.
Ratkaisu: o
a) Vektorit a =i1—3] ja b=-2i+t] ovat yhdensuuntaiset, jos on sellainen luku s,

ettd i — 3] = S(—2i + ti) = —2si + St] . Kertoimien vertailu antaa —2s =1 ja st =-3,
. .
joista s =—— jat=6.
2
b) Vektorit a=1—-3] jab=-2i+1t] ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan tarkalleen

silloin, kun niiden pistetulo on nolla eli -2 —3t=0. Téstd t = —% .
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Pitk&d matematiikka Kertauskiia Tehtavésarjat ja niden ratkaisut 11

Madérité piste, joka jakaa janan A(-3, 6)B(5, —1) suhteessa 4 : 5.

Ratkaisu:
Madritetddn kysytyn pisteen P paikkavektori.
OP — 0A+ 2 AB = 3i+6]+2@i-7]) = 2i+22]
9 9 9 9
Kysytty piste on (g, 2 g) . E

Oheisessa kuvassa piste D on janan AE keskipiste, D P
ja piste B jakaa janan AC suhteessa 1 : 2. Missé suh-
teessa piste P jakaa janat DC ja BE?

A O B @) C
Ratkaisu:

Otetaan kdyttoon kuvan mukaiset vektorit b ja d ja merkitdan BP = tBE ja
DP = sDC . Koska AB+BP = AD + DP, niin pdtee 5+t(26—5) =d+ 5(35—6)
eli (1- t)B +2td =3sb + (1- s)E . Kertoimien ver-

tailu antaa 1 —t=3sja2t =1 —s. Néistd t :% ja

S= % Tulos merkitsee, ettd BE jakautuu suhtees-

sa2:3jaDC suhteessa 1 : 4. A () B @ C

Kolmion kirkipisteet ovat A(2,2,1), B(-2,1,2) ja C(2,-2,1). Laske kulman A suu-
ruus.

Ratkaisu:
Kun kolmion kérkipisteet ovat A(2,2,1), B(-2,1,2) ja C(2,-2,1), niin

a— o - T —_— - 4 1
AB = —4i— j+k ia AC = —47]. Tillin cos A = -
Jrea J. rafiom 4161111 V18

Kulman A suu-

ruus on 76,4°.

Vektori i + ] +k on tason ax + by — 3z = 5 suuntainen, ja taso siséltdd pisteen
(1,-1,-2). Médérita vakioiden a ja b arvot.

Ratkaisu:
Tason ax + by — 3z = 5 normaalivektori on ai +b j — 3k . Koska se on kohtisuorassa

vektoria i + ] +k vastaan, niin a + b — 3 = 0. Siit4, ettd piste (1, —1, —2) on tasossa,
saadaan yhtdlo a — b + 6 = 5. Yhtéloistd ratkcaaa=1jab=2.

On annettu pisteet A(—1, 2, 1) ja B(3, -2, 2) sekd taso 2x —y + 3z + 16 = 0. Missd
pisteessd suora AB leikkaa tason?

Ratkaisu:
Pisteiden A(—1, 2, 1) ja B(3, -2, 2) kautta kulkevan suoran suuntavektoriksi voidaan

valita AB = 4i — 4] +k . Suoran parametriesitykseksi saadaan X =—1+4t, y =2 -4t
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12 Pitk& matematiikka Kertauskirja Teht&vasarjat ja niiden ratkaisut

ja Z=1+t1. Sijoitus tason yhtdloon antaa 2(—1+4t) — (2 —4t) +3(1+t)+16 =0. Tastd
t=—1. Suora AB leikkaa tason pisteessé (-5, 6, 0).

10. On annettu suorat L, : X;S _y=3_z+l ja L,

-2 3 -1 4 3
a) Laske suorien L, ja L, vilinen kulma.

b) Osoita, ettd suorat L, ja L, leikkaavat toisensa ja médritd leikkauspiste.

Ratkaisu:

On annettu suorat L, : X+5_y-3_z+l ja L, : X+5_y-9 _2-8 .
-2 3 -1 4 3

a) Suorien L, ja L, suuntavektoreiksi sopivat s; =2i—2j+3K ja

Sy =—i +4j +3k. Niiden viliselle kulmalle pitee coso = — 2-8+9 , josta

V17426

o ~ 92,7°. Suorien vilinen kulma on siis 87,3°.

b) Suoran L, parametriesitys on X=-5+2t, y =3-2t ja z=-1+3t. Vastaavasti

—54+2t=-5-5
L, :lle saadaan X =-5-5, y=9+4s ja z=8+3s. Yhtidloryhméd < 3-2t=9+4s
—1+3t=8+3s

toteutuu arvoilla t = 1 ja s =-2. Suorien leikkauspiste on (-3, 1, 2).

Todenndkaisyys ja tilastot (MAAS)

1.  Laske oheisen jakauman keskiarvo ja otoskeskihajonta, kun X a | 2a | 3a
tilastomuuttujan X arvoissa esiintyva luku a on positiivinen f 6 5 4
reaaliluku.

. . 2a+4- 4 ) _
Ratkaisu: Keskiarvo on 6a+s al+6 sa+4a = 2a ja otoskeskihajonta
2 2 2 2
\/6(a 2a)” +5(2a—-2a)” +4(3a—-2a)” +(4a—2a) _ /E a~097a.
15 1
2. Erain lukion opettajakunnan ikédjakauma oli tilaston laatimishetkelld seuraava:
ikd 26-30 | 31-35 | 3640 | 4145 | 46-50 | 51-55 | 56-60
opettajia 3 3 6 8 8 10 6

a) Ilmoita moodiluokan todelliset rajat ja luokkakeskus.

b) Laske opettajien keski-ika.

) Mika diagrammityyppi sopii mielestdsi parhaiten ikdjakauman graafiseen esitte-
lyyn? Perustele.

Ratkaisu:

a) Moodiluokka on 51-55. Koska ikd ilmaistaan pyoristamatta sitd ylospdin, todelli-
set rajat ovat 51 ja 56. Luokkakeskus on 53,5.
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b) Keski-idn laskemisessa kdytetddn luokkakeskuksia 28,5; 33,5; 38,5; 43,5, 48,5;
53,5 ja 58,5. Opettajien keski-ikd on 46,3 vuotta.

c) Ikd on jatkuva tilastomuuttuja, joten ikdjakauman graafiseen esittelyyn soveltuu
parhaiten histogrammi.

Koripalloilija onnistuu heittdméén korin todennikoisyydelld 0,6. Milla todenndkoi-
syydelld hidn saa vihintddn kolme koria viidelld heitolla?

Ratkaisu:
P(véhintiin kolme koria) = P(kolme koria) + P(neljé koria) + P(viisi koria)

- @-0,63 042 +@-0,64 0.4+0,6° ~0,68 .

Olkoon vektori u=i-2j ja vektori v=ai+bj, jossa a ja b ovat nopalla arvottuja

kertoimia. Milld todennékoisyydelld vektorit u ja v ovat kohtisuorassa tosiaan vas-
taan?

Ratkaisu:
Vektorit U=i—2] jaVv=ai+Db] ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, jos niiden pis-
tetulo a —2b on nolla. Talloin a = 2D, ja sen ehdon tiyttavit silmélukuparit (2,1),
(4,2) ja (6,3). Koska erilaisia silmélukupareja on 36, kysytty todennékdisyys on

3 1
36 12

Maljassa on neljéd valkoista ja kolme mustaa palloa. Maljasta nostetaan satunnaisesti
kolme palloa. Milld todenndkoisyydelld

a) saadaan vahintidn yksi musta pallo,

b) enintddn yksi musta pallo?

Ratkaisu:
a) P(vahintidn yksi musta pallo) = 1 — P(ei yhtddn mustaa palloa)
432 31
765 35

b) P(enintdédn yksi musta pallo) = P(ei yhtddn mustaa palloa) + P(yksi musta pallo)

4325433 2 00
7 65 765 35
Toinen ratkaisutapa:

a) P(vdhintddn yksi musta pallo) = 1 — P(3 valkoista palloa) =1 — —% =—

b) P(ei yhtddn mustaa palloa) + P(1 musta ja 2 valk. palloa) =
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Montako erilaista 5-kirjaimista "sanaa" voidaan muodostaa kirjaimista R, I, T, V, A,
kun a) kutakin kirjainta voi kéyttda vain kerran, b) yksi kirjaimista saa esiintya kak-
sikin kertaa?

Ratkaisu:
a) Kun kutakin kirjainta saa kdyttdd vain kerran, erilaisia "sanoja" saadaan 5! = 120.
b) 1° Kaikki kirjaimet eri kirjaimia: sanoja 120

2° Yksi kirjaimista esiintyy kahdesti: timédn kirjaimen valintatapoja on 5, niiden

sijoitustapoja Gj , ja loput paikat voi tiyttdd 4 - 3 - 2 eri tavalla. Téllaisia sanoja

on kaikkiaan 5-(5)43-2 =1200.

2
Erilaisia sanoja saadaan yhteensd 120 + 1 200 = 1 320 kappaletta.

Pyoréayttimalld oheista onnenpyordd saadaan tulokseksi jom- N
pikumpi luvuista 2 ja X. Onnenpyorad pyoraytetddn kolme ker-
taa. Satunnaismuuttujan X arvona on tuloksiksi saatujen luku-

jen summa. Maéritd X niin, ettd E(X) =12.

Ratkaisu: Alla olevassa taulukossa on esitetty satunnaismuuttujan X jakauma.

Xi 6 4+X 2+2x 3X
1 3 3 1
PE=X)) s s 8

E(g):%-6+§(4+x)+%(2+2x)+%.3x:12,kunx=6.

Satunnaismuuttuja X noudattaa normaalijakaumaa, jonka odotusarvo on 6 ja keskiha-
jonta 2. Laske todenndkdisyys P(5 < x<7).

Ratkaisu: P(5<x<7) = @(ﬂj - @(ﬂj = d)(lj - (D(— lj = 2(1)(% -1~0,383
2 2 2 2 2

Jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio on médritelty yhtalolla
—2<x<

F(x) = ax,kun. 2<Xx<2

0 muulloin.

> Madritd a) a:n arvo, b) P(x<1).

aX, kun-2<x<2
0 muulloin

Ratkaisu: a) Tiheysfunktiossa f(X)= { tulee vakion a joka tapa-

uksessa olla positiivinen. Oheisessa kuvassa on hahmoteltu tiheysfunktion kuvaajan
muoto. Vakio a méérdytyy pinta-alachdosta

o Lanal=1; _1 y
E- -2a |=1, josta a—Z. y=f()
1 1.1 5 .
b) P(X<1) =~ 4—-1.2=>. ) ! >
) Px<1) 2 2 4 8 2 | 2 X
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10.

Punavihervirisokeus on yleisin vérisokeusmuoto. Siitd kdrsii noin 8 % suomalais-
michistd. Nuorten miesten varindko testataan kutsunnoissa, silld varisokeus voi olla
este armeijauralla etenemiselle. Mikd on todennikdisyys, ettd kutsuntoihin osallistu-
neiden 650 nuorukaisen joukossa on punavihersokeita enemmain kuin 55?

Ratkaisu:
Olkoon X punavihersokeiden miédrd 650 nuorukaisen joukossa. Silloin todennékdi-

syys P(x =k) = [6i0j -0,08% - 0,92%%° joten X ~ Bin(650; 0,08). Koska lukuméri

on suhteellisen suuri, sovelletaan tehtidvissd normaalijakaumaa N(np, \/npq) =
N(52; 6,92). Saadaan P(Xx >55)=1-P(x<54) = 1-®(0,29) =1-0,6141=0,3859.
Kysytty todenndkdisyys on noin 39 %.

Derivaatta (MAA?7)

Ratkaise epdyhtélo €1 <X-— 1 .
2X 2
Ratkaisu:
2

LSx—l<::>M20.Ratkaistaan w-x-1 + | — — ¥

2X 2 2X 2X

nollakohdat ja laaditaan merkkikaavio. Sen — il il
oSamaara — + - +

. 1 . o—— -
mukaan ratkaisu on 3 <x<0taix=1. L) 1
. . 22 a+l . . . : s
Ratkaise yhtélo R jossa a on reaaliluku. Milld a:n arvoilla yhtélolld ei ole
X— X+
ratkaisua?
Ratkaisu:
s 28 _a+l o L s
Yhtilo 1 = 1 on midritelty, kun X # £1. Ristiin kertomalla paastdan yhtdloon
X— X+

-3a-1_ 3a+1
a-1 l-a’
kun a #1. Yhtilolld ei ole ratkaisua, kun a = 1. Ratkaisua ei ole mydskéién a:n ar-

2ax+2a=ax+Xx—a-1,josta (a—1)x =-3a—1 jaedelleen x =

voilla 0 ja —1, jotka saadaan asettamalla 31a 1 ==1.
—a
Maérita raja-arvo.
. X+1 X—6 3-4x
a) lim—— b) lim —— c) li
)xgljlxz_ )xl—>né \/;_\/g )x—1>rPoo4_3x
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16 Pitk& matematiikka Kertauskirja Teht&vasarjat ja niiden ratkaisut

Ratkaisu: a) lim x+1 = lim X—H 1imL:_l
x>-1x2 =1 x> 1 (X=D(X+1) x>-1x-1 2

x=6__ . (x=AO)/x+/6)
R i S

34
¢ fim >~ i x4
x—-0 4 —3X X—>*°0i_3 3
X
2

Xx—1
funktio tulee kyseisessd kohdassa jatkuvaksi. Mairitd tima arvo.

4.  Funktiolle f(x)= ( - IJ ! voidaan méiéritelld kohdassa X = 3 arvo niin, etti

Ratkaisu:
f(x)= 2 -1 ! :3_X- ! = ! .Raja-arvokohdassax=30n—l,
-1 Xx-3 Xx-1 x=3 1-=xX 2
1

joten madritelladn f(3) = 5

5. Johda derivaatan masritelmai kiyttien f'(2),kun f(x)=2x*-1.

Ratkaisu:

2
Q) = lim LEEM =T 204?17

h—)O h h—0 h h—0

h@+2h) _

6. Kayrille y = Jx piirretddn sekantti origon ja pisteen (4, 2) kautta. Johda yhtalo sille
kdyrédn tangentille, joka on sanotun sekantin suuntainen.

Ratkaisu:
Kayrille y = Jx piirretdin sekantti origon ja pisteen (4, 2) kautta, jolloin sekantin

1 1
kulmakerroin on 3 Derivaatta T saa arvon — kohdassa x = 1. Pisteen (1, 1)

kautta piirretty kidyrdn tangentti on em. sekantin suuntainen. Tangentin yhtdlo on

y—lzé(x—l) eli Xx-2y+1=0

7. Milld vileilld funktio f(x)= x> —3x* —45x+11 on aidosti kasvava ja milla aidosti
viheneva?

Ratkaisu:

Funktio f(x)= x> —3x? —45x+11 on polynomifunktiona kaikkialla jatkuva ja deri-
voituva. Derivaatan f'(x) = 3x* — 6x — 45 nollakohdat ovat 5 ja —3. Derivaatan
merkkitarkastelusta ilmenee, ettd funktio on aidosti kasvava vileilld ]— 00, — 3] ja

[5, oo[. Vililld [3, 5] funktio on aidosti viheneva.
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10.

Mill vakion a arvoilla yhtilslla x* +3x* +a =0 on tismélleen yksi reaalijuuri?

Ratkaisu:
Merkitizn f(x) = x* +3x? +a. Funktio on jatkuva ja derivoituva R:ssi. Derivaatan

f'(x) = 3x* + 6x merkkitarkastelu osoittaa, etti funktiolla on maksimi
f(-2) =4+ a jaminimi f(0)=a.Kolmannen asteen polynomifunktiona funktiolla

f voi olla enintdén kolme nollakohtaa. Nollakohtia on tarkalleen yksi, jos maksimi on
negatiivinen (kuten silloin minimikin) tai minimi on positiivinen (kuten silloin mak-
simikin). Saadaan ehdot 4 + a < 0 tai a > 0. Tuloksena on, ettd kun a <—4 taia> 0,

yhtilolld x* +3x* +a =0 on tismilleen yksi reaalijuuri.

2
Madrita funktion f(X) =

ddriarvot, médrittelyjoukko ja arvojoukko.

2Xx+3
Ratkaisu:
2
Funktio f(x)= X on maédritelty, kun X # —i. Madrittelyjoukko on siis
2X+3 2
3 . 2x% + 6X o+ | — | — N

R\ {—=}. Derivaatan f'(X)=———

{ 2} (X) (2x +3)? f(x) /_3\3\0/

2

merkkitarkastelu johtaa padtelmién, ettd funk-
tiolla on paikallinen maksimi f(-3) =-3 ja minimi f(0)= 0. Raja-arvo
lin% f (X) = —0 jaraja-arvo lin% f (X) = . Saaduista tuloksista on péateltavissa,

X—>——— X—>——+
2 2

ettd arvojoukko on ]— 0, — 3] v [O, 00[. y

Puoliympyrén sisdén piirretddn suorakulmainen kolmio ku-
van osoittamalla tavalla. Maérité kateettien pituudet, kun
kolmion ala on suurin mahdollinen. Puoliympyrin séde on r.

_‘
<Y

Ratkaisu:

Valitaan muuttujaksi X suoran kulman kérjen sijaintikohta x-akselilla. Tutkimus voi-
daan rajata vilille 0 < x <r, silld jos —r < X <0, kolmion ala on pienempi kuin ala
arvolla x = 0. Pinta-alalle saadaan lauseke

A(X) :%(r +Xr? = X2 :%\/(r +x)2(r? —x?).

Pinta-ala saa suurimman arvonsa samalla muuttujan arvolla 0 < X < r kuin funktio
f(X)=(r+x)2(r? —x?). Derivaatta f'(x) =2(r + X)(r* —=x*)+(r + x)* - (-2%)

sievenee muotoon (r + X)*(2r — 4x) , josta nihdain ainoa kysymykseen tuleva nolla-

kohta x = % . Siiné pinta-ala saa suurimman arvon, silld arvot A(0) ja A(r) ovat pie-

2
nempid kuin A(g) . Kysytyt kateettien pituudet ovat 37r ja ,|r? — % = %
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Juuri- ja logaritmifunktiot (MAA8)

1.  Ratkaise yhtilo.

a) VX+2 =X b) 3/x = 4x

Ratkaisu:
a) Vx+2 :x‘()2 — X+2=x> < x=2taix =—1. Vain x = 2 sopii.

b)i/_:4x<:>x:(4x)3c>x(64x2—1):0<:>x:0taix:i%

2.  Ratkaise yhtdlo.
a) 217 . 4% = §* b) e —e* =6

Ratkaisu:
a) Yhtilo 2'*-4* = 8 saadaan muotoon 2% -22* = 2°* josta edelleen 2'** = 2°*.

Yhtilo toteutuu, kun 1 + X = 3x eli arvolla X = %

b) Kirjoitetaan yhtilo e** —e* = 6 muotoon (e*)* —e* —6 =0, josta * =3 tai

e* = —2. Edellisesti ratkeaa X = In3, jilkimmiiselli ei ole ratkaisua.

3. Ratkaise yhtalo.
a) lg(x-2)=1 b) log, X +log,(x—2)=3

Ratkaisu:

a) lg(x-2)=1 < x-2=10, jostax = 12.

b) Yhtdlo log, X +1og,(X—2) = 3 on mééritelty, kun X > 2. Aluksi saadaan esitys
log, X(Xx—2) =3, josta x(x —2) =2 jaedelleen x* —2x—8 = 0. Tamin yhtilon
juurista 4 ja —2 vain edellinen sopii alkuperiisen yhtdlon ratkaisuksi.

4. Derivoi.
1

a) b) xe* ¢) In(e* +1)
x* +3
Ratkaisu:
1 3
a) D L _ D(x*>+3) 2 = —l(x2 +3) 2.2x=— X
x> +3 2 (x* +3)Wx* +3

X

b) Dxe?* =e* +x-e*.2=e*(2x+1) ¢) DIn(e* +1) = —

eX +1

5. Kiyrille y = e~ asetetaan tangentti kiiyrin ja y-akselin leikkauspisteeseen. Maériti
tangentin yhtilo.

Ratkaisu:
Kéyrd y =e ™" leikkaa y-akselin pisteessé (0, 1). Derivaatta y' = —e™* saa kohdassa
X =0 arvon —1. Tangentin yhtdlé on ndinollen y—1=—-1-(x-0) eli y=—-x+1.

X
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Osoita, ettd funktiolla f (X) =€ +1nX—5 on vain yksi nollakohta.

Ratkaisu:
Funktio f (X)=e* +InX—35 on jatkuva ja derivoituva arvoilla X > 0. Koska

f()=e—-5<0ja f(2)=e®+1n2—-5> 0, funktiolla on ainakin yksi nollakohta v-
1

lilld 11, 2[. Derivaatta f’'(X) = " +— >0, joten funktio on aidosti kasvava. Niisti
X

seuraa, ettd funktiolla on vain yksi nollakohta.

Olkoon f(Xx)= Ix ja g(x) =8x’ +1. Muodosta funktio f o g ja ratkaise epiyhtilo
(fog)(X)<2Xx+1.

Ratkaisu:
Funktiot f (X) = x ja g(x) =8x> +1 ovat madritellyt koko R:ssd. Yhdistetty funktio

fog on (fog)(x)=f(g(x))=8x>+1.

Epéyhtilo V8x* +1 < 2x+1 saadaan kolmanteen potenssiin korottamalla muotoon

8x> +1<8x> +12x% +6x+1 eli 12x* + 6X > 0. Ratkaisu on X < —% tai X > 0.

Osoita, ettd funktiolla f(x) =2* +1 on ki#nteisfunktio f~'. Muodosta tima kisn-

teisfunktio ja méaritd (f ')'(9).

Ratkaisu:

Funktio f(X)=2% +1 on midritelty koko R:ssi. Sen derivaatta f'(x) =2*In2 on
kaikkialla positiivinen, joten funktio f on aidosti kasvava. Tésté syystéd kddnteisfunk-
tio f ' on olemassa.

Muodostetaan kiénteisfunktio vaihtamalla ensin yhtilossd y = 2* +1 merkinnét X ja

y, jolloin saadaan x =2Y +1 jasiiti y = f ' (x) = log,(x—1), x>1.

o 1 . gy oL
Koska (f )(X)——(X_l)lnz,nnn(f )'(9) TR

Toinen ratkaisutapa:

Tiedetdsn, ettd (f )'(y) = , kun X ja y ovat toisiaan vastaavia argumentin ja

1
F'00

funktion arvoja. Nyt y = 2* +1, ja kun y = 9, huomataan X:n arvoksi 3. Silloin

1 1 1
f1Y(9) = = = .
(O f'3) 2°In2 8Iln2

Mairitd funktion f(X) = x(In x* —2) nollakohdat ja ddriarvot. Piirrd funktion f ku-
vaaja.
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10.

Ratkaisu:
Funktio f(x) = x(Inx* —2) on méiritelty, kun X # 0. Nollakohdat ratkeavat yhti-
16std Inx? =2, josta x> =e? jaedelleen x = +e. VA
Derivaatan f’(x) = In x* nollakohdat ovat X = %1, ja merkki- /
tarkastelu johtaa sithen péédtelmién, ettd funktiolla on maksi- / ! _
mi f(-1)=2 jaminimi f(1)=-2. ; K\l /X
Ohessa on funktion f(X) = x(Inx* —2) kuvaaja.

X YA
Maédritd se kiyrdn y = 2e 2 piste P(X, y), X > 1, johon > o
liittyy pinta-alaltaan suurin mahdollinen oheisen ku- y=2e
van mukainen kolmio. 1 - P(X. y)
Ratkaisu: i - >

Kuvan mukaisen kolmion pinta-ala on
X X X

A(X) = %(x ~1)-2e 2 =(x-1)e 2, x>1.Derivaatan A'(X) = %e_2 (3—X) ainoa

nollakohta X = 3 on paikallisen maksimin ja samalla absoluuttisen maksimin kohta.
Kéyrin piste P(x, y) on silloin (3,2e7) ~ (3; 0,45) .

Trigonometriset funktiot ja lukujonot (MAAQ)

1.

Laske ympyrén sektorin keskuskulma ja ala, kun ympyréin séteen pituus on 3 ja kaa-
ren pituus 2.

Ratkaisu: 2
Keskuskulman suuruus on % rad ~ 38,2°. Sektorin ala on 3

3
1

5 2 -3 =3 pinta-alayksikkoé.

Ratkaise yhtélo.
a) sing—%=0 b) tan3X = /3 C) cos2X—cos3x=0
Ratkaisu:

a)sinﬁ—l:O@5:E+n2ntai5:5—n+n2nc>X:E+n4ntaix:5—n+n4n
2 2 2 6 2 6 3 3

b) taﬂ3X=x/§c>3x:§+nn<:>x:g+n§

C) cos2X—c0s3X =0 <> cos2X =cos3X < 2X =23X+N2w < X =n2ntai X = nz?n

271
&S X=n—
5
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Madritd funktion f(X)=cos3Xx—3cos X+ 3 derivaatan nollakohdat.
Ratkaisu:

Funktion f(X)=cos3Xx—3cosXx+3 derivaatta on f'(x)=-3sin3x+ 3sin X . Deri-
vaatta on nolla, kun sin3x =sin X, josta 3X = X+ N2n tai3X = 1t — X+ Nn27 ja edel-

) T T
leen X=nm taiXx=—+n—.
4 2

Johda kayriélle y = tang kohtaan g piirretyn tangentin yhtilo.

Ratkaisu:

X .. i T . , 1 ) X, .
Kun y =tan—, niin y(—)=tan— =1. Derivaattaon y'=—(1+tan"—) ja
y 5 Y(2) 1 y 2( 2)1

s 1 )T . vegae T, .. T
")==(1+tan” =) =1. Tangentin yhtdldon y—-1=1-(x——) eli y=x+1-——.
Y(z) 2( 4) g y y ( 2) y 5

YA
o . . . e e e = sin2x
Kéyrien y =sin2X ja y = —sin 2x valiin piirretdin J
suorakulmio oheisen kuvan mukaisesti. Maariti se =
muuttujan X arvo, jolla suorakulmion piiri on pisin X X
mahdollinen. y = -sin2x

Ratkaisu:

Muuttuja X voidaan rajata vilille 0 < x < % . Suorakulmion piiri on symmetriaa so-
veltamalla p(X) =4sin2X + 4(% —X) =4sin2X —4X + n. Derivaatta

p’'(X) =8cos2X —4 on nolla, kun cos2x = % . Tarkasteluvélin arvoista tdhin sopii
vain X = % . Silloin piiri on p(g) =243 +§ ~ 4,5. Se on suurin arvo, koska paite-
pistearvot p(0) =7 ja p(%) =4 ovat sitd pienempid. Etsitty arvo on siis X = % .
Muodosta derivaattajonon a,(X) = f M(x), neZ ., kymmenes jdsen a,,(X), kun
f(X) =sinnX.

Ratkaisu:
Jonossa a,(x) = f M(x), neZ ., funktiona on f(X) = sin X . Muodostetaan jonon
jasenid eli funktion derivaattoja ensimmaéisestd kertaluvusta alkaen:

a,(x) = f'(X) = mcos nx a,(x) = f"(x) = —n” sin 1x
a;(x) = f"'(x) = -1’ cos mx a,(x) = f @ (x) = n’ sin nx

Samat trigonometriset funktiot alkavat toistua. Voidaan péatelld induktiivisesti, ettd
a,0(x)=f " (x) = —n'" sin nx.
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7.  Madritad luvut X, ja y niin, ettd lukujono 125, x, Y, 8, ... on geometrinen. Mika on té-
mén jonon kymmenes jdsen?

Ratkaisu:

= — . Naistd saadaan
y

Lukujono 125, x, Y, 8, ... on geometrinen, jos X

XS
125 X

x* =125y ja xy =1000 . Kun jalkimmaiisestd saatu y = 1000 sijoitetaan edelliseen,

1000
X

tulee x* =125- eli x* =125-1000 . Tistd x = 50, jolloin y = 20.

Jonon suhdeluku on q = % =0,4. Kymmenes jdsen on a,;, = a1q9 =125.0,4°

=0,032768.

8.  Annettu jono on joko aritmeettinen tai geometrinen. Laske sen jdsenten summa.

a)s, 10,15,...,1200 b)18,11,4,...,-80 c) +/3,/6,+/12, ..., /768

Ratkaisu:
a) Lukujono 5, 10, 15,..., 1200 on aritmeettinen ja sen differenssi on d = 5. Viimei-
selle jasenelle patee 1200 =5+ (n—1)-5, josta n = 240. Jonon jdsenten summa on

Sy = 240-% — 144 600 .

b) Jono 18, 11, 4, ..., —80 on aritmeettinen ja sen differenssi on d = —7. Yhtélosta
—80 =18+ (n—1)-(-7) ratkeaa n = 15. Jonon jdsenten summa on

6121550y
%
V3

Viimeisen jdsenen yhtdlostd 4768 = V3 (\/E )" ratkeaa n = 9. Jonon jisenten

_V30-(2)) =313 +15v6.

summaon S, = ———~~
9 1_\/5

¢) Jono \/5 , \/g, \/ﬁ , ..., N 768 on geometrinen. Sen suhdeluku on q =

9.  Madritd lukujonon a, = Jn-Inn,neZz ., pienin luku.

Ratkaisu:
Liitetddn lukujonoon a, = Jn—Inn funktio f (x) = JX =Inx, x> 0. Derivaatan

f'(x) = SR nollakohta X = 4 osoittautuu absoluuttisen minimin kohdaksi.
24x X

Funktion pienin arvo on siis f(4) =2 —1n4, ja se on samalla lukujonon

a, = Jn—Inn pienin luku.

10. Obheisessa kuvassa uloimman nelion piiri on p; =8,00m. Seu- @

raavan nelion piiri on P, jne. Kuinka pitkd on piiri p,;?
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Ratkaisu:
Koska uloimman nelién piiri on p; = 8,00 m, niin suurimman 100
5 m
ympyrén sdde on I, =1,00m . Silloin toiseksi suurimman nelién
piirion p, = 4+4/2 1,00 m = g -8,00m= g p, . Nelididen pii- r "

rien pituudet lyhenevét samassa suhteessa ja muodostavat geo-

metrisen jonon, jonka suhdeluku on q = 72 Sen tiedon perus-

10
teella on piirin pituus p;; = p;q'° =8,00m- [%] =0,25m =25 cm.

Integraalilaskenta (MAA10)

1. Médrita.
a) [(2x—3)dx b) [(2x—3)’dx 3
dx
d [——— N2x-3d
)j(zx—3)3 ) [V2x X ﬂj\/zx—s
Ratkaisu:

a) [(2x-3)dx =x* —3x+C

b) j(2x—3)3dx=%j2(2x—3)3dx=% i(zx ) +C=— (2x—3)4+c
)j 2 dx :11n|2x—3|+c
2X — 3 2 2X-13
d)j ——jz(zx 3)” =1 L(2x—3)‘2+C:—%+C
-3)° 2 -2 4(2x -3)
3
e) j«/2x—3dx:%j2(2x—3)2dx:% %(Zx 3)2 +C——(2x 3)WW2x-3+C
1 1
i 1 _
=—[2(2x-3) 2dx=—-2(2x-3)2+C=+/2x-3+C
f)J\/Z—_ 2!( ) 5 ( )
n/2

dx
2. Mairitda) |cos3xdx,b) |e de o)k kun | ==1
| | [
Ratkaisu:

n/2
a) jcos3xdx—— / sm3x_—( 1- 0)__%

2 X 2 _X 2
b) e 2dx-2/e 2 =-2(e"' -1)=2-=
0 0 e

k

dx k 9 1
O |l—==1</2dx=1lc2{k-2=1ck===2—
)'[«/x { 4 4

1
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3. Johda yhtilo pisteen (2, 4) kautta kulkevalle kéyrille, jonka tangentin kulmakerroin
1

vx+7'

jokaisessa kohdassa X >—7 on

Ratkaisu:
Kun merkitddn y = f(x), niin f'(x) = _ , X>=7. Silloin f(x)=2vx+7+C,

VX+T7

jossa C:n arvo —2 médrdytyy ehdosta f(2) = 4. Haettu kdyran yhtild on siis

y=24X+7-2.

4.  Laske kiyrien y = x> +2X—1 ja X — y +1 =0 rajaaman alueen ala.

Ratkaisu:

Kiyrien y = X* +2X—1 ja x— y+1=0 leikkauskohdat ovat x =—2 ja x = 1. Ala on
1 1 1 3 2

[(x+1=x> =2x+D)dx = [(—x* —x+2)dx = J-X X o) = 4l
2 2 -2 3 2 2

YA

. . v _1ax -X
5. Oheiseen kuvaan korostettua aluetta rajaavat yla- y=2@"+e")

puolelta ketjukdyrd y = %(eX +e7") jaalapuolelta L

1 . 1 .
kayrit y = Ee_x jay= Eex . Laske alueen pinta-

ala. Tarkka arvo ja kolmidesimaalinen likiarvo.

<\

-1 1

Ratkaisu:

Kéyrén y = %(ex +e7%) yhtdldstd kdy ilmi, ettd kiyrd on symmetrinen y-akselin

suhteen. Toisaalta kdyréit y = %ex jay= %ex saadaan toisistaan peilaamalla y-
akselin suhteen. Kéyttdmalld symmetriaa hyvéksi saadaan korostetun alueen alaksi
L1 _ 1 Lo -
A=2[(z(e"+e7)——e")dx=[edx=/—e"
0 2 2 0 0

1

=1-—~0,632. A
e =
6.  Funktion kuvaajan ja x-akselin rajaaman alueen pinta-ala oheisessa [ \
kuvassa on 10% . Laske funktion keskiarvo valilla [-1, 3]. / . \x
. 103
Ratkaisu: Funktion keskiarvo vililld [-1, 3] on 30D = 25.

7. Kdiyrdn X = y* —2 ja y-akselin rajaama alue pyorahtii x-akselin ympiri. Laske syn-
tyvin pyorahdyskappaleen tilavuus.
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10.

Ratkaisu:
Kun kuvaan korostettu alue pyordhtda x-akselin ympaéri, syn- f
tyy pyordhdyskappale, jonka tilavuus on
0 0 X2 1
V=rn [(x+2)dx == /(?+2x) =2m.
-2 -2

<V

Kiéyrien X = y* —2 ja X = 2 rajaama alue py6rihtd suoran x = 2 ympdri. Laske syn-
tyvén pyordahdyskappaleen tilavuus.

Ratkaisu:
Kun kuvaan korostettu alue pyordhtéé suoran YA
X = 2 ympdri, syntyy pyordhdyskappale, jonka xEyi 2l —_
tilavuus on t
2 >
V =2n[(2-(y* -2))*dy 1 X
0 ~ L1
2
=2nf(y* -8y* +16)dy
0

| 8 3 512xw
=2n/(>y’ -~y +16y) = .
/Gy =3y +16y) =—5

Kun hyonteispopulaation kasvua tutkittiin kokeellisesti, havaittiin sen kasvunopeu-

deksi t:n viikon kuluttua 3?/(%(). Kuinka paljon populaatio lisdédntyy aikavalilla

9 <t <25, jos kasvunopeus siilyy?

Ratkaisu:

Integroimalla kasvunopeus f(t) = 3?/(%0 saadaan selville kasvun méara. Aikavalilla

. 233000 25 .
9 <t <25 tapahtuva populaation kasvu on j—dt =/ 60004/t = 12000 yksiloa.
9 9

Jt

Piirré graafisen laskimen avulla funktion f(x)=In(x* +x), x>0, ja sen derivaatta-
funktion f' kuvaajat samaan koordinaatistoon. Laske sitten laskimen integraalitoi-
minnolla sen alueen ala, jota rajaavat kiyrdt y = f (x), y = f'(X) ja x = 6. Ilmoita
saamasi tulos kahden desimaalin tarkkuudella.

Ratkaisu: A \y Lt y TT00L—
Oheisessa kuvassa ovat funktion f(x)=In(x* +x),
2
X > 0, ja sen derivaattafunktion f'(x) = 2x+1 ku- 3/
X + X 1 1
vaajat sekd alue, jota rajaavat kayrit y = f (x), ] >
y = f'(X) ja x = 6. Alan likiarvo on 10,08. / 23 4 3 06X
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